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Âèí Íüè Íüè, Â. Ä. ×àëûé (ä. ò. í., ïðîôåññîð)
Ìîñêîâñêèé èíæåíåðíî-ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ Â ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÕ ÒÅÕÍÎËÎÃÈßÕ

Èçâåñòíû ìåòîäû èñïîëüçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ àíàëèçà ïðîöåññà  íåñàíêöèîíèðîâàííîãî
äîñòóïà â êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ. Â ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ ñòàòè÷åñêèå ìîäåëè â âèäå óðàâíåíèé ðåãðåññèè äëÿ
îïèñàíèÿ è ïîñëåäóþùåãî èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷.

Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé íåâîçìîæíî áåç êèáåðíåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ
ñòàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé â êèáåðíåòèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ è ÿâëåíèé ìåòîä
«÷åðíîãî» ÿùèêà ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëåé òèïà óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè äëÿ ìíîãîôàêòîðíûõ îáúåêòîâ:

,                                                (1)

ãäå Y – ôóíêöèÿ îòêëèêà, ix  – âõîäíûå ïåðåìåííûå,      – ñëó÷àéíàÿ ïîìåõà,
èëè                             ,

ãäå     – âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ.
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ïðåäñòàâëåíèå ÷åðíîãî ÿùèêà, ò. å. èññëåäóåìîãî îáúåêòà èëè ÿâëåíèÿ.

Ðèñ. 1. Ïðåäñòàâëåíèå «÷åðíîãî ÿùèêà», ãäå muuu ,...,, 21  –  íåóïðàâëÿåìûå ïàðàìåòðû

Â ïîñëåäíèå ãîäû ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçóåòñÿ ïëàíèðîâàíèå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ
ïî ðàçëè÷íûì ïëàíàì ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Â êîíå÷íîì èòîãå îáúåêò
èëè ÿâëåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

(3)

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè (3) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ
õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà. Öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü àêòèâíûé ýêñïåðèìåíò, îñíîâàííûé íà ìåòîäàõ
ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Ïàññèâíûé æå ýêñïåðèìåíò òðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà
îïûòîâ, ïîýòîìó ïðèçíàí ìàëîýôôåêòèâíûì.

Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ïîäîáíîãî ïîäõîäà: íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ, òåõíè÷åñêèå ñèñòåìû,
èíôîðìàöèîííûå ïðîöåññû è èõ áåçîïàñíîñòü, õèìè÷åñêèå òåõíîëîãèè, ýêîëîãèÿ, ìåäèöèíà, ëåòàòåëüíûå
àïïàðàòû è äð. Ïîäîáíûå ìåòîäû öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü â íàíîòåõíîëîãèÿõ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé.
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Ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿåò ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîâîäèòü
îïòèìèçàöèþ ïàðàìåòðîâ, ïîâûøàåòñÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è êà÷åñòâî, ðåçêî ñíèæàþòñÿ çàòðàòû íà
ýêñïåðèìåíò. Îáúåêò äîëæåí áûòü óïðàâëÿåìûì è îáåñïå÷èâàòü âîñïðîèçâîäèìîñòü ýêñïåðèìåíòà.

Èçâåñòíû ìåòîäû ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà òèïà ïîëíîãî ôàêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà (ÏÔÝ),
äðîáíîãî ôàêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà (ÄÔÝ), ïëàíû âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ. Ïîñòðîåíèå ïëàíîâ
ýêñïåðèìåíòà ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿòü íà îñíîâå òàêèõ âûáðàííûõ êðèòåðèåâ, êàê êîìïîçèöèîííîñòü,
îðòîãîíàëüíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü è áëèçîñòü ïëàíà ê íàñûùåííîìó. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò
ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâûøàòü ïîðÿäîê ñòàòè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (ðèñ. 2).

Òàê, íàïðèìåð, ñòðîèòñÿ ìîäåëü ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðîâåðÿåòñÿ àäåêâàòíîñòü óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè
èññëåäóåìîìó îáúåêòó. Åñëè ìîäåëü àäåêâàòíà, èññëåäîâàíèå ïðåêðàùàåòñÿ. Åñëè íåàäåêâàòíà, ê òî÷êàì
ýêñïåðèìåíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà äîáàâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ÿäðî è âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ
ìîäåëè âòîðîãî ïîðÿäêà. Åñëè ìîäåëü àäåêâàòíà, èññëåäîâàíèå ïðåêðàùàåòñÿ. Åñëè íåàäåêâàòíà, ê
ïðåäûäóùèì äàííûì ìîäåëè âòîðîãî ïîðÿäêà äîáàâëÿåòñÿ åùå îäíî ÿäðî è îáðàçóåòñÿ ìîäåëü òðåòüåãî
ïîðÿäêà. Åñëè ìîäåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà àäåêâàòíà, èññëåäîâàíèå ïðåêðàùàåòñÿ, à åñëè íåàäåêâàòíà, òî
îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâå îáëàñòè.

Òàêèì îáðàçîì, â ïîäîáíîé ìåòîäèêå íåò ïîòåðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê. Ýòè óñëîâèÿ
îáåñïå÷èâàåò êðèòåðèé êîìïîçèöèîííîñòè. Êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû çíà÷åíèé ôóíêöèé
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ îáåñïå÷èâàåò ïðîñòîòó âû÷èñëåíèÿ îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷åííîé ìîäåëè.

Áëèçîñòü ê íàñûùåííîìó ïëàíó ñâîäèò ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ê ìèíèìóìó. Îïèñàííûé
ïîäõîä â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ðàöèîíàëüíûì äëÿ òåõ îáúåêòîâ, ãäå ñòðóêòóðà ìîäåëü
íåèçâåñòíà. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû óñëîâèÿ èäåíòèôèêàöèè.

Ðèñ. 2. Îáùàÿ ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà

Ðèñ. 3. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà
(èäåíòèôèêàöèè)

Ядро ПФЭ или ДФЭ Ядро звездных точек Третье ядро

линейная   модель    модель 2-го          
порядка

   модель 3-го          
порядка

Математическая  
модель

Получение
новой

информации

Идентификация

Оптимизация

Сокращение
объема

эксперимента

Изучения 
физических
явлений

Прогнозиро-
вание

Управление  
объектом

Открытие      
новых             
законов         
природы
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Y=b0x0+b1x1+b2x2+b12x1x2+b11x1
2+b22x2

2+b112x1
2x2+b221x2

2x1+b111x1
3+b222x2

3

(6)

– 0,8165

– 1
– 1

– 1

+ 1
+ 1

0

0

+ 0,8165
+ 0,8165

– 0,8165

0

+ 1

Îðòîãîíàëüíûå öåíòðàëüíûå êîìïîçèöèîííûå ïëàíû (ÎÖÊÏ) ðàçðàáîòàíû Áîêñîì è Óèëñîíîì
â 1951 ã. äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â ÎÖÊÏ
ñóùåñòâóåò èçáûòî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ôàêòîðîâ â îáúåêòå
èññëåäîâàíèÿ. ×èñëî óðîâíåé âàðüèðîâàíèÿ ôàêòîðîâ â ÎÖÊÏ ðàçëè÷íî, òàê, íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà
óïðàâëÿåìûõ ôàêòîðîâ, ðàâíîãî äâóì, ÷èñëî óðîâíåé âàðüèðîâàíèÿ ðàâíî òðåì. Ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
óðîâíåé âàðüèðîâàíèÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå
äâóõôàêòîðíîãî ÎÖÊÏ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé ìîäåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà íåâîçìîæíî,
òàê êàê óðîâíåé âàðüèðîâàíèÿ ôàêòîðîâ äîëæíî áûòü íå ìåíåå ÷åòûðåõ.

Íåïîëíàÿ ìîäåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ äâóõ ôàêòîðîâ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(4)

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà óðîâíåé âàðüèðîâàíèÿ ôàêòîðîâ äî ïÿòè íàäî äîáàâëÿòü åùå îäíî ÿäðî
ïîëíîãî ôàêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ íîâûì ïëå÷îì, êîòîðîå ðàññ÷èòûâàåòñÿ è îòëè÷àåòñÿ îò îñíîâíîãî
óðîâíÿ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷èì ïîëíóþ ìîäåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà:

(5)

×èñëî îïûòîâ èçìåíèòñÿ äëÿ n = 2 è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå
N=2·2n+2n+1

ãäå N – ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê; n – ÷èñëî ôàêòîðîâ; 2n – äâå ïàðû çâåçäíûõ òî÷åê
íà êàæäûé ôàêòîð; 2n – öåíòðàëüíàÿ òî÷êà.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû äâóõôàêòîðíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïëàíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðèíèìàþò âèä:

(7)

Ñ ó÷åòîì çàìåíû ïåðåìåííîé ìàòðèöà çíà÷åíèé ôóíêöèé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ äëÿ íåïîëíîé
ìîäåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

(8)

+ 1
– 1

  + 1

– 1

+ 0,8165
– 0,8165
+ 0,8165

+ 1
0

– 0,8165

0

– 1

0

X=

x0
+1
+1
+1
+1
+1
+1
+1
+1
+1

 x1
–1
+1
–1
+1
–1
+1
   0
   0
   0

 x2
–1
–1
+1
+1
   0
   0
–1
+1
   0

 x1x2
+1
–1
–1
+1
   0
   0
   0
   0
   0

 x1
2

– 2
3

+0,333
+0,333
+0,333
+0,333
+0,333
+0,333
–0,667
–0,667
–0,667

 x2
2– 2

3
+0,333
+0,333
+0,333
+0,333
–0,667
–0,667
+0,333
+0,333
–0,667

 (x1
2– 2

3)x2
–0,333
–0,333
+0,333
+0,333

0
0

+0,667
–0,667

0

 (x2
2– 2

3)x1
–0,333
+0,333
–0,333
+0,333
+0,667
–0,667

0
0
0

F =
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Â ìàòðèöå (8) âñå âåêòîð-ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ
ðåãðåññèè îöåíèâàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïî ôîðìóëàì:

(9)

(10)

(11)

(12)

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(13)

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì íåñìåùåííûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ

Äëÿ  (ÎÖÊÏ) âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïîëíîé ìîäåëè òðåòüåãî
ïîðÿäêà âèäà:

(14)

Äëÿ îðòîãîíàëèçàöèè ââîäèòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ
(15)

Îáùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(16)

Ïîäñòàâëÿÿ ïàðàìåòðû ïëàíà â ñèñòåìó óðàâíåíèé (16) è ðåøàÿ åå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ ïëàíà è ïàðàìåòðîâ çàìåí ïåðåìåííûõ:

(17)
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Äëÿ (ÎÖÊÏ) âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïîëíîé ìîäåëè òðåòüåãî
ïîðÿäêà âèäà:

(18)

Äëÿ îðòîãîíàëèçàöèè ââîäèòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ:
(19)

Ïî àíàëîãèè ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (16), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïëàíà è
ïàðàìåòðîâ çàìåí ïåðåìåííûõ:

         a = 1,414214
z = 0,800
 h = 1,200

Ïàðàìåòðû ïëàíîâ è ïàðàìåòðû çàìåí ïåðåìåííûõ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Äëÿ àâòîìàòèçàöèè
îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ è íåïîëíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàçðàáîòàíî
ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, êîòîðîå ïðîøëî ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó è äîêàçàëî ñâîþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü.

Òàáëèöà 1. Ïàðàìåòðû ïëàíîâ è çàìåí ïåðåìåííûõ.

Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò îòìåòèòü âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè
ñ ìèíèìàëüíûì îáúåìîì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê.
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xi→ xi – ηxi
3 3

(20)

Зíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðîâ 

Ïàðàìåòðû çàìåíû 
ïåðåìåííûõ 

n Òèï 
ÿäðà 

Чèñëî 
îïûòîâ 

Чèñëî 
êîýôôèöèåíòîâ 

b  a z h 

2 22 9 8 1 1 0,66667 0,89744 
3 23 15 14 1 1,21541 0,73030 1,12871 
4 24 25 23 1 1,414214 0,80000 1,20000 
5 25 43 36 1 1,596007 0,862662 1,212495 

 

Y=b0+b1x1+b2x2+b3x3+b4x4+b12x1x2+b13x1x3+b14x1x4+b23x2x3+b24x2x4+
+b34x3x4+b11x1

2+b22x2
2+b33x3

2+b44x2
4+b123x1x2x3+b124x1x2x4+b134x1x3x4+

+b234x2x3x4+b111x1
3+b222x2

3+b333x3
3+b444x4

3


