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ÑÎÂÅÐØÅÍÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÏÎÈÑÊÀ
ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ àëãîðèòìû, îáåñïå÷èâàþùèå óñêîðåíèå ïîèñêà ýêñòðåìàëüíûõ ðàçáèåíèé â
äâà-òðè ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû àíàëèçà âðåìåííîé ñëîæíîñòè
óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ.

Ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ èëè ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàííûå íà ìíîæåñòâàõ, èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðè êîíñòðóèðîâàíèè õýø-ôóíêöèé, ïðèìåíÿåìûõ â êðèïòîãðàôèè, ïðè
ðàçðàáîòêå ñèñòåì îáíàðóæåíèÿ àíîìàëèé âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ â ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåìàõ íà îñíîâå TCP/IP, à òàêæå ïðè ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé,
êîòîðûå íàõîäÿò âñå áîëüøåå ïðèìåíåíèå â ðåøåíèè çàäà÷ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè. Ðåøåíèå
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì óêàçàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îñíîâûâàåòñÿ íà
êîíñòðóêòèâíîì ïåðå÷èñëåíèè âàðèàíòîâ ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà è ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ
çàäàííîãî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ðàçáèåíèÿ. Áàçîâûì àëãîðèòìîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòì ãåíåðàöèè ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà. Îïóáëèêîâàííûå ðàíåå àëãîðèòìû [1, 2] èìåþò ðÿä
ïðåèìóùåñòâ, íî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [3], íå îáåñïå÷èâàþò ïåðå÷èñëåíèå âàðèàíòîâ ðàçáèåíèé
ìíîæåñòâ â ïîðÿäêå ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ. Â ðàáîòå [3] áûë ïðåäëîæåí
ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ðåàëèçóåò ïåðå÷èñëåíèå ðàçáèåíèé çàäàííîãî ìíîæåñòâà ïðè
ìîíîòîííîì âîçðàñòàíèè ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ â ðàçáèåíèÿõ.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìîæíîñòè ðàçðàáîòàííîãî àâòîðîì èòåðàòèâíîãî àëãîðèòìà
Eq2_1, êîòîðûé òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíî ãåíåðèðóåò âàðèàíòû ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà â ïîðÿäêå
ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðåêóðñèè. Ïóñòü n – ÷èñëî ýëåìåíòîâ
â ìíîæåñòâå X, äëÿ êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî
çàäàííûì îãðàíè÷åíèÿì; np – ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ â òåêóùåì ðàçáèåíèè, ic – ñ÷åò÷èê ÷èñëà
ðàññìîòðåííûõ ðàçáèåíèé; i, ii – óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû öèêëîâ; k – ðàáî÷àÿ ïåðåìåííàÿ; pPsi –
âåêòîð ñïåöèôèêàöèè ðàçáèåíèÿ (îïðåäåëåíèå ñì. íèæå); pChi – õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ðàçáèåíèÿ.
Êîîðäèíàòû âåêòîðà pChi âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà X, à ÷èñëîâîå
çíà÷åíèå êàæäîé èç ýòèõ êîîðäèíàò ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó {0, 1, …, n-1} è îïðåäåëÿåò íîìåð
ïîäìíîæåñòâà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà. Åñëè â âåêòîðå
pChi ïîäìíîæåñòâà íóìåðóþòñÿ ìîíîòîííî ñëåâà íàïðàâî, òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå pChi áóäåì íàçûâàòü
êàíîíè÷åñêèì. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé êàíîíè÷åñêèé âåêòîð pChi âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà X. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êàíîíè÷åñêèå âåêòîðû pChi è
íàçâàíèå «êàíîíè÷åñêèé» áóäåì îïóñêàòü. Ïóñòü âåêòîðû ñïåöèôèêàöèè pPsi ñâÿçàíû ñ âåêòîðàìè
pChi ñîîòíîøåíèåì: pPsi[k]=max {pChi[i] | i=0, 1 , …, n-1}. Òîãäà ëþáîé âåêòîð, êàæäàÿ êîîðäèíàòà
êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó {0, 1, …, n-1}, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì ðàçáèåíèÿ
pChi òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî k=(0, 1, …, n-2): pPsi[k]≥ pPsi[k+1]+1. Êðîìå
âûøåóêàçàííûõ îáîçíà÷åíèé ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà Eq2_1 èñïîëüçóþòñÿ àðãóìåíòû: ns – íà÷àëüíîå
(ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ â ãåíåðèðóåìûõ ðàçáèåíèÿõ, nf – êîíå÷íîå (ìàêñèìàëüíîå)
çíà÷åíèå ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ â ãåíåðèðóåìûõ ðàçáèåíèÿõ. Ýòè àðãóìåíòû îáåñïå÷èâàþò óïðàâëåíèå
ïîðÿäêîì ãåíåðàöèè ðàçáèåíèé. Òàê, ïðè ns==1 è nf==n ïî äàííîìó àëãîðèòìó áóäóò ïîñòðîåíû âñå
âîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ, ïðè ns==k, nf==k è 1<k<n áóäóò
ïîñòðîåíû òîëüêî ðàçáèåíèÿ, ñîñòîÿùèå èç k ïîäìíîæåñòâ. Íèæå âïåðâûå ïðèâîäèòñÿ ïñåâäîêîä
àëãîðèòìà EQ2_1, îáåñïå÷èâàþùåãî êîíñòðóêòèâíîå ïåðå÷èñëåíèå ðàçáèåíèé ìíîæåñòâ ïðè ìîíîòîííîì
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âîçðàñòàíèè â ýòèõ ðàçáèåíèÿõ ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ. Â ïñåâäîêîäå èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ÿçûêà
ïðîãðàììèðîâàíèÿ «Ñè».

1. Ïóñòü n – ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå X; ns – íà÷àëüíîå (ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå ÷èñëà
ïîäìíîæåñòâ â ðàçáèåíèè; nf – êîíå÷íîå (ìàêñèìàëüíîå) çíà÷åíèå ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ â ðàçáèåíèè; np –
òåêóùåå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ â ðàçáèåíèè, ic – ñ÷åò÷èê ÷èñëà ðàññìîòðåííûõ ðàçáèåíèé; i, ii –
óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû öèêëîâ; k – ðàáî÷àÿ ïåðåìåííàÿ; pPsi – âåêòîð ñïåöèôèêàöèè ðàçáèåíèÿ;
pChi – õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ðàçáèåíèÿ.

2. Óñòàíîâèòü çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà pChi â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà
X, ñîñòîÿùèì èç åäèíñòâåííîãî êëàññà, è çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñïåöèôèêàöèè ýòîãî ðàçáèåíèÿ pPsi:
for(i=0;i<n;i++) Chi[i]=pPsi[i]=1. Ïîëîæèòü ic=0; np=ns.

3. Ïîñòðîèòü pPsi, pChi äëÿ ðàçáèåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç åäèíñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà: if (np < 2)
{for(i=0;i<n;i++) pChi[i]=pPsi[i]=1;

np++; ic++; âûïîëíèòü âûâîä pChi}
4. Íà÷àëî îñíîâíîãî öèêëà. Ãåíåðèðîâàòü âñå ðàçáèåíèÿ, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ

ðàâíî np, np+1, …, nf (ï. 4 – ï. 11):
while(np<=nf) {
5. Ïîëîæèòü çíà÷åíèå ii ðàâíûì òåêóùåìó ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ â ðàçáèåíèÿõ: ii=np.
6. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåêóùèì çíà÷åíèåì np ïðèâåñòè â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå pPsi, pChi:
 for (i=n-1; i>0; i--) {if(ii>1){pChi[i]=pPsi[i]=ii; ii--;}else pChi[i]=pPsi[i]=1;}
7. Ïîëîæèòü ic++; âûïîëíèòü âûâîä pChi. Ïîëîæèòü i=n-1.
8. Âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå âñåõ îñòàëüíûõ ðàçáèåíèé (pPsi, pChi), ñîîòâåòñòâóþùèõ òåêóùåìó

çíà÷åíèþ np (ï. 9 – ï. 10): while(i>0){
9. Ïîñòðîèòü î÷åðåäíóþ ñïåöèôèêàöèþ (pPsi), ñîîòâåòñòâóþùóþ òåêóùåìó çíà÷åíèþ np, è

ïåðâûé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ åé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàçáèåíèÿ (pChi):
for (i=n-1; i>0; i--)
     {    if((pPsi[i]==pPsi[i-1])&&(pPsi[i]<np))
                         {pPsi[i]++; pChi[i]=pPsi[i]; k=np;
                           for(ii=n-1; ii>i; ii--) {pPsi[ii] =k; if(k>pPsi[i]) k--;}

                                                 for(ii=1; ii<n; ii++) {if(pPsi[ii]==pPsi[ii-1]) pChi[ii]=1;
                                                             else pChi[ii]=pPsi[ii];}
                             Ïîëîæèòü ic++; âûïîëíèòü âûâîä pChi;
                              break;    } // end if(pPsi[i]==pPsi[i-1])&&pPsi[i]<np)
         }   //end for (i=n-1; i>0; i--)
10. Åñëè ñïåöèôèêàöèÿ (pPsi), ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåêóùåìó çíà÷åíèþ np, ïîñòðîåíà, òî ïîñòðîèòü

âñå âîçìîæíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû (pChi), óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîé ñïåöèôèêàöèè:
 if(i>0){ii=n-1;
          while(ii>0)
                    {if(pChi[ii]<pPsi[ii])
                            {pChi[ii]++; k=ii; k++;
                               while(k<n){if(pPsi[k]==pPsi[k-1]) pChi[k]=1; k++; }
                                ii=n-1; ic++; Âûïîëíèòü âûâîä pChi;
                               }//end if(pChi[ii]<pPsi[ii])
                              else ii--;
              }// end while(ii>0)
             }  // end if(i>0) – êîíåö ï. 10.
    }   // end while(i>0) – êîíåö ï. 8.
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    11. Âûïîëíèòü: np++; //Óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ â ðàçáèåíèÿõ.
}//end while(np<=n) – êîíåö ï. 3.

Â òàáëèöå 1 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ãåíåðàöèè âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç 6 ýëåìåíòîâ, ïðè  ns=5 è nf=5, ò. å. âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ
ðàçáèåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà òîëüêî íà 5 ïîäìíîæåñòâ. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàçáèåíèé ðàâíî ÷èñëó
Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà S(6,5)=15.

Òàáëèöà 1. Ãåíåðàöèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Eq2_1 õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç 6 ýëåìåíòîâ, ïðè ns=5 è nf=5.

Ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 1 ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî àëãîðèòì EQ2_1 íå òîëüêî îáåñïå÷èâàåò
ïåðå÷èñëåíèå âàðèàíòîâ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà ïðè ìîíîòîííîì âîçðàñòàíèè ÷èñëà êëàññîâ ðàçáèåíèé, íî
è ðåàëèçóåò ãåíåðàöèþ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íà òàêîå êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ, êîòîðîå îãðàíè÷èâàåòñÿ
çàäàííûì äèàïàçîíîì, îïðåäåëÿåìûì çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ns è nf. Ýòî ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ïîèñê
ýêñòðåìàëüíûõ ðàçáèåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìîé äâîè÷íîãî ïîèñêà. Íèæå âïåðâûå
îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà ìèíèìàëüíûõ ðàçáèåíèé çàäàííûõ ìíîæåñòâ EQ3_1, èñïîëüçóþùèé
ìîäèôèöèðîâàííóþ ñõåìó äâîè÷íîãî ïîèñêà.

Ïóñòü èñõîäíîå ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò N ýëåìåíòîâ. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà X âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïîëîæèòü ns=1, nf=N, P=(0,0,0,…,0), ãäå P – õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð äîïóñòèìîãî
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà X.

2. Ïîëîæèòü np=nf. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì EQ2_1, âûïîëíèòü ïîèñê äîïóñòèìîãî ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâà X íà np ÷àñòåé. Åñëè íàéäåí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð äîïóñòèìîãî ðàçáèåíèÿ pChi, òî
âûïîëíèòü: {P=pChi; nf--;}, èíà÷å ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, ñòîï.

3. Âûïîëíèòü np=(nf + ns)/2. Çäåñü äåëåíèå âûïîëíÿåòñÿ íàöåëî, ò. å. ñ îòáðàñûâàíèåì îñòàòêà.
Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì EQ2_1, âûïîëíèòü ïîèñê äîïóñòèìîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà X íà np ÷àñòåé.

№ pPsi[i] – âåêòîð ñïåöèôèêàöèè pChi[i] – õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð 
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà  

1 1     1     2   3   4 5 1     1     2   3   4 5 
2 1     2     2   3   4 5 1   2     1   3   4 5 
3 1     2     2   3   4 5 1     2     2   3   4 5 
4 1     2     3   3   4 5 1    2     3   1  4 5 
5 1     2     3   3   4 5 1     2     3   2   4 5 
6 1     2     3   3   4 5 1     2     3   3   4 5 
7 1     2     3   4   4 5 1     2     3   4   1 5 
8 1     2     3   4   4 5 1     2     3   4   2 5 
9 1     2     3   4   4 5 1     2     3   4   3 5 

10 1     2     3   4   4 5 1     2     3   4   4 5 
11 1     2     3   4   5 5 1     2     3   4   5 1 
12 1     2     3   4   5 5 1     2     3   4   5 2 
13 1     2     3   4   5 5 1     2     3   4   5 3 
14 1     2     3   4   5 5 1     2     3   4   5 4 
15 1     2     3   4   5 5 1     2     3   4   5 5 



Совершенствование математической модели поиска экстремальных разбиений множеств

61

Åñëè íàéäåí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð äîïóñòèìîãî ðàçáèåíèÿ pChi, òî âûïîëíèòü: P=pChi; èíà÷å
ïåðåéòè ê ï. 5.

4. Ïîëîæèòü nf=np; åñëè ns<nf, òî ïåðåéòè ê ï. 3; èíà÷å P – õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð
ìèíèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà X, ñòîï.

5. Åñëè ns<nf, òî âûïîëíèòü ns=np+1; èíà÷å P – õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ìèíèìàëüíîãî
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà X, ñòîï.

6. Âûïîëíèòü np=(nf + ns)/2. Äåëåíèå âûïîëíÿåòñÿ íàöåëî. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì EQ2_1,
âûïîëíèòü ïîèñê äîïóñòèìîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà X íà np ÷àñòåé. Åñëè íàéäåí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
âåêòîð äîïóñòèìîãî ðàçáèåíèÿ pChi, òî âûïîëíèòü: { P=pChi è ïåðåéòè ê ï. 4}, èíà÷å ïåðåéòè ê ï. 5.

Ïðèâåäåííûå íèæå â òàáëèöå 2 ðåçóëüòàòû àíàëèçà àëãîðèòìîâ EQ2_1, EQ3_1 ïîêàçûâàþò,
÷òî èñïîëüçîâàíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ïîèñêà ýêñòðåìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ çàäàííîãî
ìíîæåñòâà â äâà-òðè ðàçà. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ êàê â ñðåäíåì, òàê è â õóäøåì ñëó÷àå
âîçðàñòàåò îäíîâðåìåííî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ â èñõîäíîì ìíîæåñòâå, ò. å. ñ óâåëè÷åíèåì
ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.

Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ óñêîðåíèÿ àëãîðèòìîâ EQ2_1, EQ3_1 ñ
àëãîðèòìàìè, êîòîðûå íå îáåñïå÷èâàþò ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ â

ãåíåðèðóåìûõ ðàçáèåíèÿõ.

Äàëüíåéøåå ñîêðàùåíèå âðåìåíè ïîèñêà ýêñòðåìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà ìîæåò
áûòü äîñòèãíóòî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü
àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è.
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Óñêîðåíèå àëãîðèòìà EQ2_1 ïî 
ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìàìè [1, 2] 

Óñêîðåíèå àëãîðèòìà EQ3_1 ïî 
ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì EQ2_1 

Чèñëî  
ýëåìåíòîâ 

õóäøèé ñëó÷àé â ñðåäíåì ñëó÷àå õóäøèé ñëó÷àé â ñðåäíåì ñëó÷àå 
10 1 2 1.69 1.05 
20 1 2 1.67 1.15 
30 1 2 1.66 1.20 
40 1 2 1.85 1.32 
50 1 2 1.78 1.32 

 


